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1 Die Fouriertransformation
1.1 Eindimensional

o0

Definition: G(f) := / g(x) e ¥ dg = F{g(2)}
Umkehrung: g(x) = / G(f) eI df = 7HG(f)}
Kreisfrequenz: w=2nf

[‘T] = [f]_la .] = \/__1

1.2 n-dimensional

Definition: G(f) = / / g(x) e 72 dx = F{g(x)}
Umkehrung: g(x) = / . / G(F) 2> df = F-YG(F)}
x=(x1,..., r,)" € R" dx = dzdzy . . .dx,

f:(fla"'afn)TeRn df:dfldf2dfn



1.3 Gesetze der eindimensionalen Fouriertransformation

Gesetz g9(x) o—e G(f)
Linearitt agi(z)+bga(z) aG(f)+bGa(f)
Ahnlichkeitssatz g(kz) mit kreell, k #0 | [k|7 G (L)
Vertauschungssatz at) =)
G*(x) 9°(f)
Komploxen Funktionen g'(@) (=)
Verschiebungssatz o= .330) Gl
g(x) etroe G(f — fo)
Differentiationssatz dﬂ,(;:) Jfgif) ¢
—j2rz g(z) af
| [ ulr)dr 2+ 3en] U
Integrationssatz L;Wll I % 6(x)] u() ,foo U(y) dp
Faltungssatz g1(x) * g2() G1(f) Ga(f)
91() g2 () G1(f) * Ga(f)
Korrelationssatz g1(z) ® ga(x) G1(f) Gs(f)
91(2) ® go(x) := g1 (2) x g3(—) | g1(x) g3 () Gi(f) ® Ga(f)
Zuordnungssatz R{gs(x)} R{G:(f)}
Index: R{gu(z)} iS{Gu()}
g gerader Anteil §S{gsl)) § G (1))
—u: ungerader Anteil §S{gu(x)} R{G.(f)}

Momentensatz

f=0

| =G df

Nullwerte

g(0)= [T G(Hdf  G0)= [T g(z)dx

Parseval’sche Gleichung

(Gleichheit der Energie in Orts-
und Frequenzbereich

ffooo g1(z) g5(x) dz = ffooo Gi(f) G3(f)df
o lg@)Pde = [T IG(f)IPdf




1.4 Korrespondenzen

sign(z) :=<0  firz=0

1 firz >0

Ortsbereich g(x) Frequenzbereich
Einheitssprung:
0 firz<0
H(z):= ¢35 fire=0 (G2rf)~t +
1 firz >0
Rechteckfunktion:
0 fiir|z| > £
rect (£) =3 fir|z| =L Lsinc(Lf) sinc(z) := 2212)
1 fir|z| < L
Vorzeichenfunktion:
—1 firz <0

Dreiecksfunktion:

OF

1—|%| firlz] <L
0 fir [x| > L

Harmonische Schwingungen:
e—i2m fox

cos(27 fox)

sin (27 fox)

Impulsfolge:
Z d(z — kAx)

k=—00

Besselfunktion:

Jo(2mazx)

(a® — f?) 2 rect (




Korrespondenzen

g(z) o—e G(f)
1 *50‘)
- ‘ f
cos(2m fox)
VAL
\/ \/ " —fo fo =f
Fsinc(F'x) rect (4) 1
- F
Z\ \ ~— ;
A NAe B

/

S |




Korrespondenzen

g(x) o—e G(f)
rect (¥
() . Lsinc(L f) L
. P \ S~
- > x V f
L _

=

6(z 4+ z0) | 16(x — o)

N =

L

cos(2mxo f)

\ /[

—To0 Zo T

I I W
\

VA

+5<x> 1
o
A(%) Lsinc2(Lf)
1
L " L e i




1.5 Rechengesetze fur /-Funktionen

Definition / d(x — zo)u(x)dr = u(xrg) mit wu(z) stetig bei © = xg
Orthogonalitét / 0(z —x1) 0(x — w2) dz = 0(21 — 729)
glglggls%%%-ﬂ §(x — x0) u(z) = 8(x — o) ulzo)

N
Koordinaten- _ mit a(z;) =0
transformation Z @' (@)| " 0z — x:) (einfache Nullstellen)
ahnlichkeits- | 5(k 2) — 57! 6(z) mit & reell # 0
Faltung w(z) * d(r — x9) = u(x — x0)

n-dimensionaler
Dirac-Impuls

(x) =0(x1,29,...,2,) = 0(x1)0(x2)...0(x,), xER"




2 Diskrete Fouriertransformation (DFT)

N-1
Definition: G = Z Gn e IR mit gn = g(n Ax)
n=0
s,
N _ jorr o
Umkehrung: Gn = N lz; G e~
2.1 Gesetze der DFT
Gesetz In o—e G
DFT
Linearitét agn+bhy, aG;+bH,
Symmetrie %VGZ J-n
Ortsverschiebung Gn—p Gy e 2%
Frequenzverschiebung Gn €N Gy
N-1
Faltung (zyklisch) kn = Gvmod N P(n—v)mod N = Gn j h,
v=0 zyklisch
Faltungssatz Gn hy, o—e G- H,
zyklisch 1
gn - hn o—e NGl T Hl
zyklisch
N-1
Korrelation (zyklisch) kn = Gymod N Mvin)ymodn O—® Gy - Hy,
v=0 N-1 N-1
Parseval’sche Gleichung Z gi = Z \Gl’2
n=0 (=0




3 Gesetze der n-dimensionalen Fouriertransformation

Gesetz g9(x) o—e G(f)
|det A| ™! G(Bf)
lineare Koordinaten- g(Ax) T
transformation mit B = (A1)
v . G(x) 9(=f)
ertauschungssatz . .
G*(x) g"(f)
Satz der konjugiert « «
komplexen Funktionen g"(x) G*(-f)
9(x = %q) G(f) et
Verschiebungssatz g(x) o2 G — )
9g(x) ; ,
Differentiationssatz O 12 [, G(F)
. dG(f)
—j2mz; g(x) a5
Integrationssatz focl’ <I1’ iy ) d& [J?Tf t2 5(‘]%)] G(f)
2+ Lo g(x) S5 G i ) des
Vot glich aller | g, (x) g (x) G (f) Calf)
91(x) g2(x) G1(f) * Ga(f)
Faltungssatz
. TaTp  Tg I fi fm
partielle Faltung 91(X) * % ... * go(X) G1(f) * % -+ % Goff)
{a,b,...,g}{hyi,... ., m} =2
. 41(%) ® ga(x) G (F) Gy(F)
orrelationssatz
91(%) g5(x) Gy(f) ® Go(f)
Separationssatz 9(x) = g1(z1) - - gu(zp) G(f) =Gi(f1) -+ Gulfn)
© v 9°G(F) 5
Momentensatz Joo 7 9(x) dw; (=j2m)” 8f£ o(f)
(j2m)” ZE26( i) S22 fr G df,
Sonderfall (v = 0): o '
(Projektionssatz) f 9(x) dz; G(fre o Ji= 000 f)o(fi)
und umgekehrt

Rotationssymmetrische
Signale und Spektren

9(x) = g(r) mit r:= [|x]| = G(f)

Gf’r(f’f’) = 27Tf7"1_5 0

= Gfr(fT‘) mit fr = HfH

oo n

72 gp(r)Je 1 (277 f.) dr

g9r(r) = 2mr! 3 fooo I GfT(fr)Jgfl(%Trfr) dfy
mit .J,,(.): Besselfunktion p-ter Ordnung




Parseval’sche

o on(x) gs(x)dx = [7 ... [7 Gi(F) G3(f) df

Gleichung —00
(Gleichheit der - - - ~
Energie in Orts- und S lgx)Pdx = [T [T |G(E) [P df
Frequenzbereich)
Zuordnungssatz R{gq(x)} R{G,(f)}
Index: R{gu(x)} JS{GL(f)}
— g: gerader Anteil §S{g:(x)} i S{G,(f)}
—u: ungerader Anteil | j S{gu(x)} R{G.(f)}




3.1 Zentralschnitt-Theorem (n = 2)

G(fue,) = {/ / S(elx—u) dxdy} / </ / (e x—u)d:cdy) e i2mfun gy

e, = (cosp,sinp)t,  f, € R: mit u korrespondierende Frequenz

oroekS \ F
\ \ \ 4 Ortsfrequenzbereich

A Y fy
9(x) g Fow o G(f)
G(fueyp)
] Yo
Fu
u
9(u, @)
mit
/ / x —u)dxdy

Eigenschaften g(x) o—e G(f)

gerade O ®
reell

ungerade

imaginir

gerade O ®

10




3.2 Korrespondenzen (n = 2)

d-Funktion: §(x — Xo)

e—i2mxg f

5-Gerade (Messerfunktion): §(x'n — d)

xTn — d = 0: Hessesche Normalform einer
Geraden

n: Normalenvektor, d: Ursprungsabstand

5(anJ_)efj27rdan

[nf| = ||n.|| =1, n'n; =0

[I]]
rect <7>

d Ji(rd||f]])
2|

Aus R. N. Bracewell, The Fourier Transform and Its Applications: (u = f,,v = f,)

exp [-7(x* + )]
y X

2

sinc” x sincy

2 2
exp [-7(72 + %2)]

5(y)
y X

11

exp [~7(1? + v%)]
v u

A(w)rect(v)

U

a?v?)]

Aaexp [-m(A%u? +
' u

&(u)
(4 U

1/2(8(u —1/2) + 6(u + 1/2))




1 1 1 1
228 —7,0) + 328+ 2,0)

v U

sinc x sinc y rect(u)rect(v)

X v : u

2

A)A()

x sinc? y

sinc
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