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Bildverarbeitung

Beiblätter zur Vorlesung

Prof. Dr.-Ing. J. Beyerer

August 18, 2014

1 Die Fouriertransformation
1.1 Eindimensional

Definition: G(f) :=

∞∫
−∞

g(x) e−j2πfx dx =: F{g(x)}

Umkehrung: g(x) =

∞∫
−∞

G(f) e j2πfx df = F−1{G(f)}

Kreisfrequenz: ω = 2πf

[x] = [f ]−1, j =
√
−1

1.2 n-dimensional

Definition: G(f) :=

∞∫
−∞

. . .

∞∫
−∞

g(x) e−j2πf
Tx dx =: F{g(x)}

Umkehrung: g(x) =

∞∫
−∞

. . .

∞∫
−∞

G(f) e j2πfTx df = F−1{G(f)}

x = (x1, . . . , xn)T ∈ Rn dx = dx1dx2 . . . dxn

f = (f1, . . . , fn)T ∈ Rn df = df1df2 . . . dfn
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1.3 Gesetze der eindimensionalen Fouriertransformation

Gesetz g(x) d t G(f)

Linearität a g1(x) + b g2(x) aG1(f) + bG2(f)

Ähnlichkeitssatz g(kx) mit k reell, k 6= 0 |k|−1G
(
f
k

)
G(x) g(−f)

Vertauschungssatz
G∗(x) g∗(f)

Satz der konjugiert
komplexen Funktionen g∗(x) G∗(−f)

g(x− x0) G(f) e−j2πx0f

Verschiebungssatz
g(x) e j2πf0x G(f − f0)
dg(x)
dx

j2πf G(f)
Differentiationssatz

−j2πx g(x)
dG(f)
df∫ x

−∞ u(τ) dτ
[

1
j2πf

+ 1
2
δ(f)

]
U(f)

Integrationssatz [
−1
j2πx

+ 1
2
δ(x)

]
u(x)

∫ f
−∞ U(ϕ) dϕ

g1(x) ∗ g2(x) G1(f)G2(f)
Faltungssatz

g1(x) g2(x) G1(f) ∗G2(f)

Korrelationssatz g1(x) ~ g2(x) G1(f)G∗2(f)

g1(x)~ g2(x) := g1(x) ∗ g∗2(−x) g1(x) g∗2(x) G1(f) ~G2(f)

Zuordnungssatz <{gg(x)} <{Gg(f)}

Index: <{gu(x)} j={Gu(f)}

– g: gerader Anteil j={gg(x)} j={Gg(f)}

– u: ungerader Anteil j={gu(x)} <{Gu(f)}∫∞
−∞ x

ν g(x) dx = (−j2π)−ν dνG(f)
dfν

∣∣∣
f=0Momentensatz

(j2π)−ν dνg(x)
dxν

∣∣∣
x=0

=
∫∞
−∞ f

ν G(f) df

Nullwerte g(0) =
∫∞
−∞G(f) df G(0) =

∫∞
−∞ g(x) dx

Parseval’sche Gleichung
∫∞
−∞ g1(x) g∗2(x) dx =

∫∞
−∞G1(f)G∗2(f) df

(Gleichheit der Energie in Orts-
und Frequenzbereich

∫∞
−∞ |g(x)|2 dx =

∫∞
−∞ |G(f)|2 df
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1.4 Korrespondenzen

Ortsbereich g(x) d t G(f) Frequenzbereich

Einheitssprung:

H(x) :=


0 für x < 0

1
2

für x = 0

1 für x > 0

(j2πf)−1 + 1
2
δ(f)

Rechteckfunktion:

rect
(
x
L

)
:=


0 für |x| > L

2

1
2

für |x| = L
2

1 für |x| < L
2

L sinc(Lf) mit sinc(x) := sin(πx)
πx

Vorzeichenfunktion:

sign(x) :=


−1 für x < 0

0 für x = 0

1 für x > 0

(jπf)−1

Dreiecksfunktion:

Λ
(
x
L

)
:=

1−
∣∣ x
L

∣∣ für |x| ≤ L

0 für |x| > L
L sinc2(Lf)

Harmonische Schwingungen:

e−j2πf0x δ(f − f0)

cos(2πf0x) 1
2

[δ(f + f0) + δ(f − f0)]

sin(2πf0x) j
2

[δ(f + f0)− δ(f − f0)]

Impulsfolge:
∞∑

k=−∞

δ(x− k∆x)
1

∆x

∞∑
i=−∞

δ

(
f − i

∆x

)
Besselfunktion:

J0(2πax) 1
π

(a2 − f 2)
− 1

2 rect
(
f
2a

)

3



1

1

Korrespondenzen

4



Korrespondenzen

1

1

5



1.5 Rechengesetze für δ-Funktionen

Definition

∞∫
−∞

δ(x− x0)u(x) dx = u(x0) mit u(x) stetig bei x = x0

Orthogonalität

∞∫
−∞

δ(x− x1) δ(x− x2) dx = δ(x1 − x2)

Ausblend-
eigenschaft δ(x− x0)u(x) = δ(x− x0)u(x0)

Koordinaten-
transformation δ(a(x)) =

N∑
i=1

|a′(xi)|−1 δ(x− xi) mit a(xi) = 0
(einfache Nullstellen)

Ähnlichkeits-
transformation δ(k x) = |k|−1 δ(x) mit k reell 6= 0

Faltung u(x) ∗ δ(x− x0) = u(x− x0)

n-dimensionaler
Dirac-Impuls δ(x) = δ(x1, x2, . . . , xn) = δ(x1) δ(x2) . . . δ(xn) , x ∈ Rn
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2 Diskrete Fouriertransformation (DFT)

Definition: Gl :=
N−1∑
n=0

gn e−j2π
ln
N mit gn := g(n∆x)

Umkehrung: gn =
1

N

N−1∑
l=0

Gl e
j2π ln

N

2.1 Gesetze der DFT

Gesetz gn d t
DFT

Gl

Linearität a gn + b hn aGl + bHl

Symmetrie 1
N
Gl g−n

Ortsverschiebung gn−p Gl e
−j2π lp

N

Frequenzverschiebung gn e j2π np
N Gl−p

Faltung (zyklisch) kn =
N−1∑
ν=0

gνmodN h(n−ν)modN = gn ∗
↑

zyklisch

hn

Faltungssatz gn ∗
↑

zyklisch

hn d t Gl ·Hl

gn · hn d t 1

N
Gl ∗
↑

zyklisch

Hl

Korrelation (zyklisch) kn =
N−1∑
ν=0

gνmodN h(ν+n)modN
d t G∗k ·Hk

Parseval’sche Gleichung
N−1∑
n=0

g2n =
N−1∑
l=0

|Gl|2
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3 Gesetze der n-dimensionalen Fouriertransformation

Gesetz g(x) d t G(f)

|detA|−1G
(
Bf
)

lineare Koordinaten-
transformation g(Ax)

mit B = (A−1)
T

G(x) g(−f)
Vertauschungssatz

G∗(x) g∗(f)

Satz der konjugiert
komplexen Funktionen g∗(x) G∗(−f)

g(x− x0) G(f) e−j2πx
T
0 f

Verschiebungssatz
g(x) e j2πfT0 x G(f − f0)

∂g(x)
∂xi

j2πfiG(f)
Differentiationssatz

−j2πxi g(x)
∂G(f)
∂fi∫ xi

−∞ g(x1, . . . , ξi, . . . , xn) dξi
[

1
j2πf

+ 1
2
δ(fi)

]
G(f)

Integrationssatz [
−1
j2πx

+ 1
2
δ(xi)

]
g(x)

∫ fi
−∞G(f1, . . . , ϕi, . . . , fn) dϕi

Faltung bezüglich aller
Variablen g1(x) ∗ g2(x) G1(f)G2(f)

g1(x) g2(x) G1(f) ∗G2(f)
Faltungssatz

partielle Faltung g1(x)
xa∗

xb∗ ...
xg∗ g2(x) G1(f)

fh∗
fi∗ · · ·

fm∗ G2(f)

{a, b, . . . , g}∩{h, i, . . . ,m} = ∅

g1(x) ~ g2(x) G1(f)G
∗
2(f)

Korrelationssatz
g1(x) g∗2(x) G1(f) ~G2(f)

Separationssatz g(x) = g1(x1) · · · gn(xn) G(f) = G1(f1) · · ·Gn(fn)∫∞
−∞ x

ν
i g(x) dxi (−j2π)−ν ∂νG(f)

∂fνi
δ(fi)Momentensatz

(j2π)ν ∂νg(x)
∂xνi

δ(fi)
∫∞
−∞ f

ν
i G(f) dfi

Sonderfall (ν = 0):
(Projektionssatz)

∫∞
−∞ g(x) dxi G(f1, . . . , fi = 0, . . . , fn)δ(fi)

und umgekehrt

g(x) = gr(r) mit r := ‖x‖ ⇒ G(f) = Gfr(fr) mit fr := ‖f‖

Rotationssymmetrische
Signale und Spektren Gfr(fr) = 2πf

1−n
2

r

∫∞
0
r
n
2 gr(r)Jn

2
−1(2πrfr) dr

gr(r) = 2πr1−
n
2

∫∞
0
f
n
2
r Gfr(fr)Jn2−1(2πrfr) dfr

mit Jp(.): Besselfunktion p-ter Ordnung
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Parseval’sche
Gleichung

∫∞
−∞ . . .

∫∞
−∞ g1(x) g∗2(x) dx =

∫∞
−∞ . . .

∫∞
−∞G1(f)G

∗
2(f) df

(Gleichheit der
Energie in Orts- und
Frequenzbereich)

∫∞
−∞ . . .

∫∞
−∞ |g(x)|2 dx =

∫∞
−∞ . . .

∫∞
−∞ |G(f)|2 df

Zuordnungssatz <{gg(x)} <{Gg(f)}

Index: <{gu(x)} j={Gu(f)}

– g: gerader Anteil j={gg(x)} j={Gg(f)}

– u: ungerader Anteil j={gu(x)} <{Gu(f)}
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3.1 Zentralschnitt-Theorem (n = 2)

G(fueϕ) = Fu

{∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

g(x)δ(eTϕx−u) dx dy

}
=

∫ ∞
−∞

(∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

g(x)δ(eTϕx− u) dx dy

)
e−j2πfuu du

eϕ = (cosϕ, sinϕ)T, fu ∈ R : mit u korrespondierende Frequenz

Ortsfrequenzbereich

mit

ǧ(u, ϕ) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

g(x)δ(eTϕx− u) dx dy

Eigenschaften g(x) d t G(f)

gerade

reell

ungerade

ungerade

imaginär

gerade
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3.2 Korrespondenzen (n = 2)

δ-Funktion: δ(x− x0) e−j2πx
T
0 f

δ-Gerade (Messerfunktion): δ(xTn− d)

xTn− d = 0: Hessesche Normalform einer
Geraden δ(fTn⊥)e−j2πdf

Tn

n: Normalenvektor, d: Ursprungsabstand ‖n‖ = ‖n⊥‖ = 1, nTn⊥ = 0

rect
(
‖x‖
d

)
d
2
J1(πd‖f‖)
‖f‖

Aus R. N. Bracewell, The Fourier Transform and Its Applications: (u = fx, v = fy)

 

𝑛=−∞

∞

𝛿 𝑦 − 𝑛 𝛿(𝑥)

 

𝑛=−∞

∞

𝛿 𝑣 − 𝑛

1

rect(𝑢)rect(𝑣)

Λ 𝑢 rect(𝑣)

1/2 𝛿 𝑢 − 1/2 + 𝛿 𝑢 + 1/2
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𝑛=−∞

∞

𝛿 𝑦 − 𝑛 𝛿(𝑥)

 

𝑛=−∞

∞

𝛿 𝑣 − 𝑛

1

rect(𝑢)rect(𝑣)
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